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ABSTRAK 
Dalam [5] telah didefinisikan norm-2 ldasik, yaitu untuk setiap x, y E V, V 
mang hasil kali dalam, berlaku: llx, Yll = ~lxii 2 11YII 2 - ( x, y) 2 )~ • Dari definisi di atas, 
maka dapat didefinisikan (v,!~,.ll) sebagai ruang norm-2. Norm-2 memiliki sifat-sifat 
yang sangat menarik [4,5] dan dapat dipandang sebagai perumuman sekaligus 
perluasan dari konsep luasjajaran genjang pada R2 atau R3. 
Pada tesis ini diselidiki/dikaji ruang nonn-2 klasik: sifat dan interpretasi 
geometrisnya. Penyelidikan dilakukan dengan jalan menuliskan sifat-sifat norm-2 
kiasik ,bukti serta interpretasi geometrisnya dan kekonvergenannya . Selanjutnya 
akan dibuktikan bahwa ruang norm-2 berdimensi hingga merupakan ruang norm dan 
dicari perbandingan antara norm pada norm-2 dengan norm sebelumnya. 
Dari penyelidikan/pengkajian diperoleh sifat dan interpretasi geometris dari 
norm-2 klasik pada R2 atau R3 dan kekonvergenannya. Selanjutnya terbukti bahwa 
mang nonn-2 berdimensi hingga merupakan ruang nonn dan nonnnya lebih kecil 





Classical Space Norm-2: The Nature and 
Interpretation of Its Geometry 
: Ahmadin 
: Dr. Erna Apriliani , M.Si 
: Dr. Eridani , M.Si 
Abstract 
ln [5], it is defined classical norm-2, which is for each x, y € V, V is the space 
result, there is a formulation of jjx, Yll = ~jxJJ ~ JJyll2 - ( x, y) 2 ~ . From this definition, it 
..., 
can define that (v, jj.,.JJ)is space norm-2. Norm-2 has an interesting natures [4,5], 
and it can viewed as generality and wideness of parallelogram concept for R2 or 
RJ_ 
This thesis i:westigated the geometry nature and its interpretation of the 
classical space norm-2. The investigation performed by \vriting the nature of 
classical norm-2, proves and interprets its geometry and convergence. Then, it 
will prove that space norm-2 has a dimension so that it is a space norm, and then 
find the comparison between norms on norm-2 and pre\ious norm. 
From investigation, it is obtains the geometry nature and interpretation of 
classical norm-2 for R2 or R3 and its convergence. It is prove that the space norm-
2 has a dimension so that it is a space norm and its norm is smaller than previous 
one. 
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1.1 Latar Belakang 
Dalam mekanika, konsep vektor memiliki peranan yang sangat penting. Vektor 
secara fisik merupakan sebuah besaran yang mempunyai arah dan besar. Hal ini 
berarti vektor dikarakterisasi oleh arah dan panjang vektor yang menyatakan 
besarnya. Gaya-gaya yang bekerja di alam atau pada suatu benda merupakan ilustrasi 
atau contoh yang cukup jelas tentang pentingnya konsep vektor. Kemudian konsep 
arah atau sudut suatu vektor diperumum dengan mendefinisikan konsep hasil kali 
dalam. Sedangkan panjang vektor memicu timbulnya konsep norm suatu vektor. 
Misalkan V ruang vektor atas lapangan real. Jika didefinisikan hasil kali dalam 
I I 
<,. . .; : V x V ~ R 
(x, y) H 1x,y ), 
maka (v, (., .)) disebut sebagai ruang hasil kali dalam. Misalkan didefinisikan , untuk 
setiap xeV , jjx j j = ~\x , x), maka llx ll disebut norm vektor x, dan (v, l! .l!)disebut 
sebagai ruang bemorm. Sebarang ruang hasil kali dalam merupakan ruang bemorm. 
Tetapi sebaliknya belum tentu berlaku. 
Dalam [5] telah didefinisikan norm-2 klasik, yaitu untuk setiap x, y e V , V 
ruang hasil kali dalarn berlaku: /lx, yjj = ~jxjny/1 2 - (x, y/ 2 )~. Dari definisi tersebut, 
rnaka dapat didefini sikan (v,jJ.,. jj) sebagai ruang nonn-2 . Nonn-2 rnemiliki sifat-sifat 
yang sangat menarik ( 4,5] dan dapat dipandang sebagai perumuman sekaligus 
perluasan dari konsep luas jajaran genjang pada R2 a tau R3. 
Pada tesis ini akan dikaji interpretasi geometris dari sifat-sifat norm-2 klasik, 
kekonvergenan norm-2, akan dibuktikan bahwa ruang norm-2 berdimensi hingga 
merupakan ruang nonn, perbandingan antara nonn pada norm-2 dengan norm 
sebelumnya, serta diberikan beberapa contoh norm-2. 
1.2 Rumusan Masalah 
Dari uraian di atas, maka permasalahan yang akan di bahas dalam tesis ini 
adalah sebagai berikut: 
1. Bagaimana interpretasi geometris dari sifat-sifat norm-2 klasik? 
2. Apakah ruang norm-2 berdimensi hingga merupakan ruang norm? 
3. Bagaimana perbandingan antara norm pada nonn-2 dengan norm 
sebelurnnya? 
1.3 Tujuan 
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penulisan tesis ini 
adalah: 
1. Memperoleh interpretasi geometris dari sifat-sifat norm-2 klasik. 
2. Membuktikan bahwa ruang norm-2 berdimensi hingga merupakan ruang 
nonn. 




Manfaat dari penulisan tesis ini adalah: 
1. Memperumwn(memperluas) konsep luas jajaran genjang di R2 atau R3. 
2. Sebagai altematifpendefinisianjarak pada ruang vektor. 
1.5 Metodologi 
1. Menguraikan Iandasan teori yang mendukung pembahasan masalah yang 
meliputi : ruang vektor, ruang nonn dan ruang hasil kali dalam. 
2. Membuktikan sifat-sifat norm-2 klasik dengan menggunakan hasil kajian 
pada I dan interpretasi geometrisnya. 
3. Menentukan kekonvergenan pada ruang norm-2 
4. Membuktikan bahwa ruang norm-2 berdimensi hingga merupakan ruang 
bemorm. 







Pada bab ini akan dibahas mengenai teori-teori dasar yang akan digunakan 
pada pembahasan selanjutnya. 
2.1 Ruang HasH Kali Dalam dan Ruang Bernorm 
Misalkan V ruang vektor atas lapangan real. Suatu fungsi (.,.): Vx V ~ R 
adalah has if kali dalam atau inner product di V apabila untuk setiap x, y E V dan 
a E R berlaku: 
(HDl) (x,x ) ~O dan (x,x)=0¢:>x=0 
(HD2) (ax,y) = a{x,y) 
(HD3) (x,y) = (y. x) 
(HD4) (x+y,z)=(x,z)+(y,z) 
Pasangan (v, (.,.)) selanjutnya disebut ruang hasil kali dalam [8,9,10]. 
Misalkan V ruang vektor atas lapangan real. Suatu fungsi 11·11 : V ~ R adalah 
norm di V apabila untuk setiap x, y E V dan a E R berlaku: 
(N1) jjxjj~ O 
(N2) llxll = 0 ¢:> x = 0 
( '\3) 
(N4) (Ketaksamaan Segitiga) 
4 
Pasangan (v, 11·11) selanjutnya disebut ruanR bernorm [2,9]. 
Jika V adalah ruang hasil kali dalam, maka norm vektor x dapat dinyatakan 
dengan 
llxlj = ~(x,x ) , untuk setiap x E V [1]. 
Bukti bahwa llxll = ~(x , x) benar-benar rnendefinisikan suatu norm akan disajikan 
pada subbab berikutnya karena memerlukan ketaksamaan Cauchy-Schwarz. 
2.1.1 Contoh-Contoh Ruang Hasil Kali Dalam 
x,y ERn' rnaka kita 
definisikan 
x ·y := (x,y) 
5 
2. Misalkan 12 mempakan himpunan semua ba1isan bilangan real dengan 
definisikan 
/lxf = (x, x) 
Cukup jelas bahwa 12 mempakan perluasan dari Rn. 
2.2 Ketaksamaan Cauchy-Schwarz 
Teorema 2.1 (Ketaksamaan Cauchy-Schwarz) [1 ,3,8,9] Jika x dan y sebarang 
Vektor-vektor di dalam ruang hasil kali dalam V, maka 
I( x, Y )I ~ llxll IIYII (2.1) 
Bukti: 
Jelas bahwa untuk x = 0 atau y = 0 ketaksamaan bemilai benar. 
M isalkan: x, y E V, a E R, x :t; 0, dan y :t; 0. Jelas bahwa 
6 
0 ~ !IY- a x!l2 
= (y - ax, y -ax) 
= (y,y) + (y,-ax) + (- ax,y) + (- ax,-ax) 
= (y,y) - a (y, x) - a (x,y) +a 2 (y, y) 
= (y,y) - a (x, y) - a (x, y) +a 2 (y, y) 
= 1/Y//
2
- 2a(x,y) +a 2 1/x/1 2 
Misalkan f(a)=//Y!i 2 -2a(x,y)+a 2 !1x!l 2 
Agar f(a) 2 0 untuk setiap a E R, maka haruslah 
Hal ini berarti 
!( x, Y )j ~ 1/xll/iY/1 
Akibat 2.2 [8] l(x.y )! = ;! xi! !!Y!i jika dan hanyajika x dan y bergantung linier. 
Bukti: 
Pandang persamaan (2.2) . Kita liJ1at bahwa 
j( x, y )j = llxl/ /IY/1 menyatakan bahwa 
fmempunyaiakarkembara 1 = a 2,yaitu : 
- (- 2(x,y)) (x,y) 
a= =--:;t:O 
1 21/xf /lxl/ 2 . 
Dengan demik.ian 
0 = f(a 1 ) 
= (y - a 1x,y-a 1x) 
= /iy- a 1 \f , atau 1/Y- a 1xl/ = 0. Hal ini berarti 
\" - a x = 0 atau v = a x 
- I ., I 




Berikut ini akan ditunjukkan bahwa jjxjj = ~(x, x) memenuhi sifat-sifat berikut ini: 
Teorema 2.3 Misalkan l!xjj = ~(x,x), untuk setiap x E V, maka berlaku 
(i) !lx jj ~O 
(ii) !lxi! =O ~ x =0 
(iii) jjax!l = jajjjxjj 
(iv) jjx + yjj ~ jjxjj + IIYII (Ketaksamaan Segitiga) 
Bukti: 
(i) Karena !lxjj 2 = (x, x) ~ 0 Vx, maka jjxjj ~ 0, 
(ii) Jelas dari (HDl ) 
I 





( 2)~1 ,~ =a 2\ x , x12 
=jajjjxjj 
(iv) jjx+yl\ 2 =(x+y,x+y) 
= (x, x) + (x,y) + (y,x) + (y,y) 
= jjxjj 2 + (x. Y) + \x,y) + jjyjj 2 
=llxll 2 +2(x,y)+IIYII 2 
~ llxll 2 + 2ifx. y \1 + liy!! 2 
Dari ketaksamaan Cauchy-Schwarz, maka 
8 
[[x + Y[[ 2 ~ [[x[[ 2 + 2flxl[[[y[[ + [[y[[ 2 
= ~[x // + /[Y/il 
Jika kedua ruas diambil akamya, diperoleh: 
Cukup jelas bahwa untuk V = R2 atau R3, maka 
x·y 
cos e = //x ////Y// 
dimana 8 adaJah SUdUt yang dibentuk oleh X dan y (1]. 
0 
(2 .3) 
Kenyataan di atas dapat diperumum untuk sebarang x,y E V, dan V adalah ruang 
hasil kali dalam, sehingga persamaan (2.3) dapat ditulis sebagai 
Kita mendefinisikan sudut yang dibentuk oleh vektor x dan vektor y, yang 
dinotasikan dengan L:(x , y) , sebagai berikut: 
. (x, y) 
L:(x , y) .=arc cos [[x J[[JyJJ 
Dari Ketaksamaan Cauchy-Schwarz jelas bahwa definisi di atas bermakna. 
2.3 Basis Ortogonal dan Basis Ortonormal 
Dalam [1] Jika V adalah sebarang ruang vektor berdimensi hingga dan 
W = {e1, e 2 , • •• , e"}adalah himpunan berhingga dari vektor-vektor di dalam V, maka 
W dikatakan sebuah hasis untuk V jika 
( i) W bebas tinier; 
(ii) W merentang V 
9 
Di dalam ruang hasil kali dalam, dua vektor x dan y dinamakan ortogonal, jika 
(x,y) = 0. Selanjutnya jika x ortogonal terhadap setiap vektor di dalam himpunan 
W, maka dikatakan bahwa x ortogonal terhadap W [1]. 
Himpunan vektor-vektor { e1 , e 2 , ... , en} di dalam ruang hasi1 kali dalam V 
setiap i :;t: j, i = 1 ,2, ... ,n dan j =1,2, ... ,n. Selanjutnya jika !leJ = 1 untuk setiap i = 
1,2, ... n, maka {e1,e2 , •. • , en} disebut ortonormal [l]. 
Dalam [9] Misalkan (xn) adalah barisan di ruang bemorm V, dan 
x E V. (xn) disebut barisan yang konvergen ke x E V , dinotasikan dengan 
lim xn = X, jika limjjxn - xjj = 0. 
n.....,. oo n....,. oo 
Teorema 2.4 [7] Misalkan {eJie::-: himpunan ortonormal di dalam mang hasil kali 
dalam V, maka untuk setiap x E V , berlaku: 
"' 2 L I\ x, ei )I ~ llxll 2 
i= l 
Ketaksamaan tersebut dinamakan ketaksamaan Bessel. 
Bukti: 
Misalkan {eJie:-.r ortononnal. 
Didefinisikan 
II 
Yn := I (x,eJ ei, n E N. Cukupjelas bahwa 
i= l 
10 
0 ~ //x - Y 11 // 2 
= (x-yl1,x-yn ) 
= //x//
2
- (x,y n) - (y n,x) + (y n ,y n) 
= //x// 2 + //Y n // 2 - 2(x, Y n) 
Sementara itu 
2 / n n ) //Yn// = \~(x,e; )e;,~(x,ei)ei 
= II (x,e; )(x,ei )(e;,ei ) 
i=l j=l 
n 2 
= IJ(x,e;)j . 
i=l 
11 
=I (x,e; )(x,e; ) 
i=l 
11 2 
= I J(x,e;)/ . 
i=l 
n 2 n 2 
=//x//
2 
+ IJ(x,e;)j -2IJ(x,e; )j 
i=l i=l 




I j( x, e; )j ~ //x// 2 
i=l 
(2.4) 
Karena (2.4) berlaku untuk setiap n EN. maka dengan mengambil n----+ oo , akan 
diperoleh 
II 
"' 2: /(x,e; )/ ::; jjx)/2 0 
j ; J 
Teorema 2.5 [7] Misalkan {e; };e~ himpunan ortononnal didalam ruang basil kali 
dalam V, maka ketiga pernyataan berikut adalah ekuivalen 
(i) (x,eJ=O 'liiEN¢::>x=0 
"" (ii) "" ( \.,. \-1 v x=L... x,e;f"'; , vXE 
(iii) //x/12 = I j(x,e; t, 'lix E V 
j;J 
Kesamaan (iii) dinamakan kesamaan Parseval. 
Bukti: 
(i) => (ii) 
Untuk setiap k E N. berlaku 
"' 
=(x,ek )- l: (x,e;)(e;,ek ) 
j;[ 
=(x,ek )- (x,ek ) 
=0 
Menurut (i), haruslah 
oc 
x- l: (x,e; )e; = 0 atau 
i=l 
"' 






y n :=I (x,e; )e; 'menurut Teorema 2.4 
i=l 
n 2 
jjx- Yn f = //x/1 2 - I /(x, e; )/ 
i=l 






= 0+ I /(x, e; )/ 
i=I 
"' 
=I /( x,e; )/ 
i=l 
(iii)~ (i ) 
Diketahui (iii). Akan ditunjukkan bahwa (x,e;) = 0 , ViE N <=> x = 0 
i=l 
Sehingga (x,e; ) = 0, ViE N 
"" 2 Sebaliknya misalkan ( x, e;) = 0 , Vi E N, maka //xf = I/( x, e; )/ = 0 
i=l 
Sehingga !Jxjj 2 = 0 atau /!xJJ = 0 . Akibatnya x = 0. 0 
Himpunan ortonormal {e; };e :-; yang memenuhi sifat dari Teorema 2.5 (i) atau 
(ii) atau (iii) dikatakan 11:1nf;kap. dan himpunan ortononnal yang lengkap disebut 
basis ortonormal untuk V [ 7]. 
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BAB 
HASIL DAN PEMBAHAS 
BAB HI 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
3.1 Luas Jajaran Genjang pada R2 atau R3 
Jajaran genjang merupakan salah satu dari bangun datar yang berbentuk segi-4. 




Gambar I. Jajaran Genjang pada R2 
d kt dl. R2, engan x,y ve or 
I 
x=(x"yl) 'y=(x2,y2), llxJJ2=(xl2+yl2)2, 
I 
jjyjj2 = (x 2 2 + y 2 2 )2 . 
Luas jajaran genjang pada Gam bar 1 adalah 
I 
Oleh karena t = (Jjyjj 2 2 -jjyjj2 2 cos2 e )2, maka 
I 
L = ~: :x !! 2 (Jjy jj 2 2 - jjyjj2 2 cos2 e )2 
Schint!t!a 
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e = /lx/1 / t 2 
= /lx//2 2 (//Y//2 2 -J/Y/12 2 cos 2 9) 
Jika 9 = 0 a tau 9 = n, maka cos 2 9 = 1 , sehingga L 0. Jika 
e = ; , maka cos2 9 = 0 , akibatnya jajaran genjang berubah menjadi persegi atau 
perseg1 panJang. 
Jadi haruslah 0 < e < n 




L 2 II II 2 [ 11 I 1 li II 2 (X • y) 2 J 
= X 2 Yi/2 - !Y 1 I' II 21' I' 2 dXil2 IYI2 
=/Jxii/IIYI// -(x·y) 2 
I 
L =~l xii 22 /IYII/ - (x · y) 2 )2 atau 
Selanjutnya akan dicari luas jajaran genjang pada R3 






Gambar 2. Jajaran Genjang Pada R3 
Selanjutnya akan dicari bidang datar pada R3 yang melalui jajaran genjang 
terse but. 
Misalkan persamaan bidang datar tersebut adalah: 
ax + ~y + yz + <'> = 0 (3 .]) 
Oleh karena bidang melalui 0(0,0,0), maka <'> = 0. 
Titik A, 8 , C terletak pada bidang, maka: 
sehingga 
Selanjutnya 
a x I + f3y I = - yzl 
ax +Av = -yz 2 f-'- 2 2 
16 
/-yz! Yt 
j_ yz, y 2 a~ I I ::-~', 
B= 
_- YY zZt + YY1Z2 
X1Y2 -x2Y1 
(-y2zi +yiz2) 
= y ----"----=-__;_..:..........::..;___ 
X1Y2 -x2Y1 
I I 
lXI yl I 
lx v I ! 2 .,I : i 
(-xlz2 +XzZI) 
= I ----'----=----=........::..;___ 
xiy:- X2Y1 
Sehingga persamaan (3 .I) menjadi 
y(k 1x +k 2 y + z) = 0, hal ini berarti 
(3 .2) 
Persamaan (3.2) merupakan persamaan bidang datar yang melalui jajaran genjang 
OABC. Dengan demikian untuk mencari luas jajaran genjang pada R3 sama 
halnya/serupa dengan mencari luasjajaran genjang pada R2. 
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Perhatikan Gambar 3 berikut: 
Gam bar 3 . Jajaran Genjang Pada R3 
Misalkan x,y vektor di 
I I 
1/x/! , ==(xl2+yl2+z,2)~. //YJ/, ==(x / +y/+z/ )2. 
Luas jajaran genjang pada Gam bar 3 adalah 
L== //x//3 t 
I 
Oleh karena t == (//Y//3 2 - //Y//3 2 cos 2 8 )2, maka 
I 
L == JJxJJ3 (JJyJJ3 2 -JJyJJ3 2 cos 2 e )2 
Sehingga 
L2 == !lx//, 2 t2 
== 1/x//, 2 (J/Y//3 2 - //Y//3 2 cos 2 8) 
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Jika e = 0 a tau e = TC' maka cos 2 e = I , 
TC e = - maka cos 2 e = 0 2' 
sehingga L 
akibatnya jajaran genjang berubah menjadi persegi a tau persegi panjang. 
Jadi haruslah 0 < 9 < TC 




L' = JlxJJ, '[JJyJJ,' - IIYII,' ~~~~~ ;l~l:, J 
= llx113 2 ((YI/3 2 - (x · Y) 2 
I 
L =~lx i//1/YII/ - (x · y) 2 )1 atau 
L =((x12 +y12 +Z12)(x/ +y/ +z/)-(xiX 2 +Y1Y2 +ziz2Y)~ 
0. Jika 
Oleh karena L menyatakan luas jajaran genjang dengan sisi vektor x dan vektor 
y, maka L akan dinotasikan sebagai: 
L := j(x, Y:! L (3.3) 
Selanjutnya akan dikaji sifat-sifat dari L := 1/x, yi/L. 
3.2 Sifat-Sifat yang Dipenuhi oleh 1/ .• l 
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa jj.,l mempunyai sifat-sifat: 
(iiI iix. Y/1 1 = 0 <=> x dan y berimpitlsegaris. 
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Hal tersebut di atas dapat ditunjukkan sebagai berikut: 
(i) Dari ketaksamaan Cauchy-Schwarz, berlaku: 
/x · Y/ ~ /Jx// 2//Y// 2 
(x.y)2 ~ JJxJ/2 2//Y//2 2 
0 ~ J/ x//2 2 //Y// 2 2 - ( x . y )2, jika kedua ruas diambil nilai akarnya, diperoleh: 
I 
0 f1 1 II 2 II II 2 ( 2 \;; ~~/X /1 2 /IY/b - x .y) t 
0 ~ /lx,y/JL 
Tampak bahwa L := //x, yJJ L ~ 0. 
(ii) Misalkan x dan y berimpit/segaris , berarti 
8 = 0 , oleh karena itu cos 8 = I 
Hal ini berakibat 
Sehingga 
/Jx,yJ/L =~Jx/////Y/ /  -(x·y) 2 )~ 
=0 
Sebaliknya misalkan 1/x, yJJL = 0, berarti 
I ~ /x //  //Y// 2 2 - (x · y) 2 )2 = 0 atau JJx JJ / //Y// / - (x · y) 2 = 0 sehingga 
(x · y) = l!x// 2 //Y// 2 , dari persamaan (2 .3 ). berani 
cos 8 = I , oleh karena itu 8 = 0. 
Akibatnya x dan y berimpit/segaris. 
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(iii) //x,yJ/ L = ~/x// 2 //Y// 2 - (x. y) 2 )i 
= ~/Y/ / 2 //x// 2 - (y. x/ )~ oleh karena itu 
= /Jy,x J/ L 
(iv) Akan ditunjukkan bahwa 1/ax, yJ/L = Ja//Jx,yJ/L 
1/x, Y// L dapat diil ustrasikan sebagai berikut: 
Untuk /a/< I 
Gambar 4. Jajaran Genjang Untuk a< I 
Misalkan dari Gambar 4. I menyatakan jajaran genjang yang direntang oleh 
ax dan y, sedangkan II menyatakan jajaran genjang yang direntang oleh 
(1 - a)xdany. 
Tampak bahwa /Jax, yi/ L = L 1 
Sehingga 
I 
//ax, Y/IL = ~ Jax ii 2 2 :1Y/i / - (ax· Y) 2 ) 2 
I 
={a 2 11xl/ 2 llvll : -a 2 (x·v) 2 )2 ~ II I 2 1- 11 2 .J 
I I 
=(a : r ( :\ :: y :: - ( :\ . y )~): 
= ia i ii x v , 
' ''. · •• t. " 
dengan L 1- 11 - x . Y:i 1. . 
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Gambar 5. Jajaran Genjang Untuk a> 1 
Misalkan dari Gambar 3, I menyatakanjajaran genjang yang direntang oleh 
x dan y, sedangkan II menyatakan jajaran genjang yang direntang oleh 
(a-l)xdany. 
Tampak bahwa J/ax, yJ/L = L I+ II 
I 
II II fl 1 II 2 II II 2 2 ~~ /lax, YII L == ~,ax /1 2 IIYII 2 - (ax . y) r 
== (a 2/Jxl/ 2 2//Y/1 2 2 -a 2 ( x . y) 2 )~ 
I I 
==(a 2 )2 ~lxll 2 2 -IIY/12 2 - (x · Y) 2 )2 
== /a Jjjx, Y//L, 
Dari Gam bar 4 dan Gambar 5, jelas bahwa jjax, yjjL == jajjjx, yjjL 
Untuk bukti (v) akan dibahas pada sub bab tersendiri, karena memerlukan 
pengertian detenninan dan matriks semi definit positif 
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3.3 lnterpretasi Geometris dari jjx, Y//L 
(i) Karena //x,yt berupa luasan, makajelas bahwa //x,y//L ~ 0. 
(ii) Interpretasi geometris dari //x, yi/L = 0 <:::> x dan y berimpit/segaris adalah 
tampak pada Gambar 6. 
y X 
Gam bar 6. 1/x, YI/L = 0. 
(iii) //x, yi/L = 1/y, xi/L 
Interpretasi geometris dari jjx, Yt adalah tampak pada Gambar 7. 
X 
Gambar 7. 1/x,y/IL . 
Interpretasi geometris dari 1/y, xi/L adalah tampak pada Gambar 8. 
X 
v 
Gam bar 8. ,;Y, .x ll r. . 
23 















Gambar 11 . 
dim ana, 
3.4 Nonn-2 Sebagai Perumuman Luas Jajaran Genjang 
01eh karena R2 atau R3 merupakan salah satu contoh ruang hasil kali dalam, 
maka pada sub bab ini diperumum jj.,l pada ruang basil kali dalam secara umum. 
Bentuk umum llxjj 2 dan llxll 3 adalah llxjj, x E V , V ruang bemorm. Bentuk 
basil kali dalam (dot product) x · y dapat ditulis (x, y); x, y E V, V ruang basil kali 
dalam. Selanjutnya //x . y// secara umum dapat ditulis i!x. y!l : x, y E V, V ruang hasil 
.. .. L 
kali dalam. 
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Jika didefinisikan jjx,y jj :=~jxJny/1 2 - (x , yr )~. untuk setiap x,yEV, v 
ruang hasil kali dalam, maka tampak bahwa 11···11 bersesuaian dengan 11-.l pada R2 
atau R
3
. Definisi tersebut merupakan perumuman dari luas jajaran genjang pada R2 
atau R3. 
Selanjutnya akan didefinisikan JJ.,.JJ melalui ketaksamaan Cauchy-Schwarz. 
Misalkan x, y E V , ketaksamaan Cauchy-Schwarz menyatakan bahwa 
J( x, Y )J ~ /JxJ/1/Y// berarti ( x, y) 2 ~ /J x//2 //Y// 2 , oleh karena itu /Jx ii 2 /Jyjj 2 - ( x, y) 2 ~ 0 . 
Misalkan V ruang vektor atas lapangan real, dim(V) ~ 2 . Suatu fungsi 
Jj.,.l!: V x V ~ R disebut norm-2 di V apabila untuk setiap x, y E V dan a E R 
berlaku: 
(i) jjx, yj/ ~ 0 
(ii) 1/x, yjj = 0 ¢:::> x dan y bergantung linier 
(iii) 1/x,yll = l/y,xll 
(iv) jjx,ayiJ = Ja jiJx,yjj, a E R 
(v) jjx,y + ziJ ~ Jjx,yJJ + jjx,ziJ 
Pasangan (v, jj.,.IJ) selanjutnya disebut ruang norm-2 [4]. 
Teorema 3.1 (5] Misalkan V ruang hasil kali dalam, dengan 2 ~ dim(V) < rn. Jika 
didefinisikan JJx,yjJ := ~J x /n/Y // 2 - (x,y/ J, maka Jj.,.jj mendefinisikan nonn-2 di 
,. yang bersifat: 
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(i) /ix , y// ~0 
(ii) //x, Yll = 0 ~ x dan y bergantung linier 
(iii) 1/x, Yll = /IY, xl/ 
(iv) 1/x, ayll = lall/x, Yll, a E R 
(v) /lx, y + z// ~ //x, Y// + //x, z// 
Bukti: 
Akan ditunjukkan bahwa //.,.// memenuhi sifat: 
(i) Dari Ketaksamaan Cauchy-Schwarz, berlaku: 
~ //x,y// ~ 0 
(ii) IJx,yJ J =o~~JxrJ/Y/ / 2 - (x,y/ f =O 
~Jixf/IY // 2 - (x,y)2 =o 
~ ( x, Y) 2 = llxJn/YI/2 
~ I( x, Y )I = //x/IIIYII 
Dari Akibat 2.2 
//x, Y/1 = 0 ~ I( x, Y )/ = /lxiiiiYJ  
~ {x,y} bergantung linier. 
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0 
(iii) 1/x,y// = ijjx/nyf -(x .y) 2 )~ 
= ijjyf//x//2- (y. x)z f 
=//y,x// 
( iv) //x, ay// = ~/xf //ay/1 2 - ( x, ay) 2 f 
=~/x//za2//Y// z -az(x,y)2f 
= (az~/x//2 az//Yf- az(x,y)z )p 
= (a2 )~~/xf//Y// 2 -(x,y)2 f 
=/a/1/x,y/1 
Untuk bukti (v) ditulis pada sub bab berikutnya, karena memerlukan pengertian 
determinan dan matriks semi definit positif. 
Untuk selanjutnya nonn-2 yang didefinisikan melalui hasil kali dalam disebut norm-
2 klasik. 
3.5 Ketaksamaan Segitiga pada jj.,l dan jj.,.jj 
Pada sub bab ini akan dibuktikan Ketaksamaan Segitiga pada //.,l dan jj., .jj. 
/jx, Y + z// ~ 1/x, Yli + //x, z// 
Karena jj.,.jj bentuk umum dari jj.,.//~, , maka yang dibul'1ikan hanya jj.,.jj. 
Sebelum membuktikan Ketaksamaan Segitiga pada jj.,.jj, maka perlu 
didefinisikan beberapa hal sebagai berikut. 
Misalkan V ruang vektor atas lapangan real, dim(V) ~ 2 . Suatu fungsi 
(.1 ... ) : Vx V x V ~ R dinamakan hosil koli dalwn-:: di V.jika memenuhi : 
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(11) (xly,y) 2:0, Vx,yEVdan 
( x I y, y) = 0 ~ x dan y bergantung linier 
(12) (xly,y) = (y l x,x), Vx,yEV 
(13) (xI y,z) =(xI z,y), Vx,y, z E V 
(14) (xI y,az) = a(x I y,z), Vx,y,z E V dan a E R 
Pasangan (v, (.l.,.)) selanjutnya disebut ruang hasil kali da/am-2 [6] . 
Penjelasan di bawah ini menyatakan bahwa norm-2 berhubungan dengan 
detenninan suatu matriks tertentu. 
Dari Ketaksamaan Cauchy-Schwarz [6], 
(x,x)(y,y) - (x,y) (y,x) 2:0 (3.4) 
Persamaan (3.4) dapat menyatakan determinan dari matriks yang merupakan matriks 
semi definit positif, yaitu 
(x, x) (x,y) 
2:0 
(y.x) (y. y) (3.5) 
Tcorcma 3.2 [6] Misalkan (v, (.l .,.)) ruang basil kali dalam-2 , dengan 
(X, X) (X, z )I 
2 :S dim( V) < oo ,j ika didefinisikan (x I y,z) := , 1, maka berlaku 
(y,x) (Y.Zjl 
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(i) (x l y,y) 20, 'v'x ,yEVdan 
( x I y, y) = 0 <=> x dan y bergantung Iinier 
(ii) (x ly,y) = (y l x, x) , 'v'x,yEV 
(iii) (xly,z) = (xlz,y) , 'v'x,y,zEV 
(iv) (xI y,az) = a (x I y,z) , \t x,y,z E V dan a E R 
Bukti: 
(i) Akan ditunjukkan bahwa 
(x I y, y) 2 0 dan (x I y, y) = 0 <:::> x dan y bergantung linier. 
( . (x,x ) (x, y) X I y Y) = ' ' 
' (y,x ) (y,y) dari persamaan (3.5), jelas bahwa 
2:0 
1 , (x,x) (x,y) \x jy,y \ =0<:::> =0 
' (y,x) (y,y) 
<=> (x,x )(y,y) - (x,y) (y,x ) = 0 
<=> (x,y) (y,x) = (x, x)(y,y) 
<=> (x,y)2 = jjxjj 2 11YII 2 
<=> I( x, Y )I = llxi!IIY/1 
Dari Akibat 2.2, diperoleh, 
( x I Y. Y) = 0 <=> I( x, Y )I = /Jx jjjjyjj 
<=> x dan y bergantung linier 
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.. . . l(x,x) (x,y) 




(x x) (x z) (iii). (xI y,z) = ' ' ' (y,x) (y,z) 
= l(x,x) (x,y) 
1\ Z, X) ( Z, y J 
=(xI z,y) 
( . (x,x) (x,az) (iv). x ly,az)= ' (y, x) (y, az) 
= (x,x) (y,az)- (x,az) (y,x) 
=a (x,x) (y,z)-a(x,z) (y,x) 
=a((x,x; (y,z)- (x,z) (y,x)) 
l(x,x) (x,y)l 
=a )(z,x; (z,y)j 
=a (x I z,y) 
=(x,x)(y,z1 +z 2 ) - (x,z1 +z 2 )(y,x) 
= (x, x) ((y,z1 )+ (y,z2 ))-((x,z1) + (x, z2 ) ) (y,x) 
= (x, x)(y,z1) + (x, x)(y,z2 ) - (x,z1 )(y, x)- (x,z 2 )(y, x) 
= (x, x) (y, z1) - (x, z1 )(y, x) + (x, x) (y, z2 ) - (x, z2 )(y, x) 
(x, x) (x.z 1 ) (x.x ) (x.z J 
= + (y,x) (y.z 1 ) (y.x) (y.z J 
= (x / y.z 1 )+(x i y.zJ 
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0 
I Nonn-2 dapatjuga didefinisikan sebagai basil kali dalam-2 , yaitu //x,y// :=(xI y,y)2. 
I 
Dengan pendefinisian llx,yll = (x 1 y,y)2, maka akan dibuktikan sifat 5 dari 
nonn-2 Klasik, yaitu llx, y + zll ~ //x, Yli + llx, zll . 
Bukti: 
= llx ll 2 (y + z,y + z)- (x,y + z)2 
= //x//2 ((y,y) + (y,z) + (z,y) + (z,z) )- ((x,y) + (x,z)Y 
= JJx/J
2 ~/YII 2 + 2(y, z) + /JziJ2 )- (x,y/ - 2(x, y)(x,z)- (x,z/ 
= llxfi!YII
2 
+ 2llxll 2 (y,z) + llx/n/z// 2 - (x,yr - 2(x,y)(x,z)- (x,z)2 
= /Jx/nyJJ2- (x,y)2 + 2~/x ll 2 (y,z)- (x,y)(x,z))+ llxlnzll2- (x,z)2 
= J/x, Y/r + 2~/ x // 2 (y, z)- ( x, y )(x, z) )+ /lx, zj/2 
Oleh karena 
llxll 2 (y, z)- (x, y)(x, z) = (x, x)(y, z)- (x, y)(x. z) 
(x,x) (x,z) 
= (y,x) (y,z) 
= ( x I y, z) , maka 
llx,y + zll2 = llx,yll2 + 2 (xI y, z) +llx,zll2 
~ 1/x,yl/ 2 + 2/(x I y, z)/ +1/x. zl/ 2 
Oleh karena 'v'a , ~ E R, berlaku 
[a p J [ : x . y, y) ( x Iy, z) J [a] 
', .'\ Z, y) (X I z, z) 13 
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= [a ( x I y, y) + P ( x 1 z, y) a ( x I y, z) + P ( x 1 z, z)] [; J 
= a 
2 
( x I y, y) +a P ( x I z, y) +a P ( x I y, z) + P 2 ( x I z, z) 
= a 
2 
( x I y, y) + 2a P ( x I z, y) + P 2 ( x I z, z) 
= a 2 ~/x / / 2 IIYII 2 - (x,y) 2 )+ 2aP~/x ll 2 (y,z)- (x,z)(y, x) ~ P2 ~/x ll 2 llzll 2 - (x,z) 2 ) 
= a




2 11YII 2 + 2aP IIxll 2 (y,z)+ P2 //xll 2 11zll 2 - a 2 (x, y) 2 - 2aP(x,z)(y, x)- P2 (x, z) 2 
= llxll 2 (a 2 11YI/ 2 + 2ap(y,z)+ P2 llzll 2 )- (a 2 (x,y/ + 2aP(x,z)(y,x)+ P2 (x,z)2 ) 
= (x,x)(a2 (y,y) + ap (y,z)+ Pa(z,y) + P2 (z,z))-(a(x,y) + P(x,z)) (a(x,y) + P(x,z)) 
= (x, x)((ay, ay) +(ay,pz)+ (Pz,ay) +(Pz, Pz))- (a(x,y) + P(x, z)) (a(y, x) + P(z, x)) 
= (x,x)(ay + Pz,ay + ~z) - ((x,ay) + (x,pz)) ((ay,x) + (Pz,x)) 
= ( x, x) ( ay + Pz, ay + Pz) - ( x, ay + Pz) ( ay + Pz, x) 




I r:l. \ \ay +JJZ,X) 
(x,ay + Pz) 
(ay + Pz.ay + Pz) 
Dari Teorema 3.2, maka 
= ( x I ay + Pz, ay + Pz) ~ 0 , 
oleh karena itu 
[(xly,y) (xly, z)] d I h ·k ·d fi · · "f(6] k"b a a a matn s semi e rut pos1t1 , a 1 atnya (X Iz, y) (X I z. z) 
I( X I y' y) (X I y. z) I . . . ~ 0 . a tau dengan kata lam I( X I z, y) {X i Z. z: I 
Dengan demikian 
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//x,y+z// 2 :s; jjx,y// 2 +2 /(x/ y,z)[ +//x,z// 2 
:s; 1/x,y//2 + 2//x,yj jl/x,z// +//x,z/12 
= ~/x, yjj + jjx, z//Y 
jjx, y + z// :s; //x, Y// + jjx, z// 
3.6 Beberapa Contoh dan Perumumaonya 
0 
Pada bagian ini akan ditunjukkan beberapa contoh norm-2, perurnurnan norrn-2 
di R11 dan nonn-2 di ruang hasil kali dalarn berdirnensi hingga. 
3.6.1 Norm-2 pada f 
Misalkan /2 merupakan himpw1an semua barisan bilangan real dengan ketentuan 




= (x, x) 
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Sehingga diperoleh nonn-2 pada P: 
3.6.2 Norm-2 pada e (a, b] 
Misalkan e (a, b] merupakan himpunan semua nann dengan ketentuan 
jjxjj ' ~ (llxi t )j' dt) < "' , maka dapat dinyatakan: 
Misalkan X, y E e (a, b], dimana: 
Sehingga diperoleh nonn-2 pada L2: 
I ~ [ (l:x(t) ' dt ) (f'y( t j' dt ) -(! x(t )y(t )dt rr 
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/lxJ/ 2 = (x,x) 
Sehingga diperoleh nonn-2 , yaitu: 
3.6.4 Norm-2 di Ruang Hasil Kali dalam Berdimensi Hingga 
Hasil berikut ini akan dibahas nonn-2 yang dibangun oleh basis ortogonal dan 
ortononnal. 
Tcorema 3.3 Misalkan V ruang basil kali dalam. dim( V) = n < ry; . Misalkan 
{e , . e 2 , .. . , e"} basis ortogonal dari V, maka untuk setiap x.y E V, berlaku: 
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Bukti: 
Diketahui : //x, y/1 = ~/x /1 2 1/Y/1 2 - ( x, y) 2 f 
n n 
Misalkan x,y E V, maka dapat ditulis x = Ia;e; dan y = L~;e; . 
i=l i=l 
Karena ortogonal, maka: 
( 
n \ (x,e2 )= f;a;e; ,e2/ 
=a2 (e2 ,e2 ) 




, x. e 
=a e ·<=>a= -' -"' 




Dengan cara yang sama diperoleh: 
~A (y, e; ) . 
Y = L,Piei ~Pi= --2 , 1 = 1,2, ... ,n. i=I jje;jj 
Selanjutnya dicari nilai dari : 
l/xjj2 = (x, x) 
= (~ae ~ae )  I I'LJ J J i=l j=l 
n l x e \2 
= z: \·, i; 
i=I jjeijj 
IIYII 2 = (y,y) 
~ (t.~··· · t.~j·j ) 
= IIPiPj (ei,ej ) i=l j=I 
= IP; 2 Jjei jj2 i=l 
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(x, y) 1 " " \ 
= ( Iaiei ,LPiei) 
\ •=I J=l 
= IIaipi(ei, ei) 
i=l j=l 
= Iai~i //e i/1 2 
i=l 
=I (x , ei )(~ , eJ 
i=l //ei // 
Seh.ingga diperoleh norm-2 untuk ruang hasil kali dalam dengan basis ortogonal: 
0 
Untuk V ruang hasil kali dalam dengan basis ortonormal diperoleh bentuk norm-2 
berikut. 
Akibat 3.4· Misalkan V ruang hasil kali dalam, dim(V) = n < oo. Misalkan 
{e1, e 2 , ... , e"} basis ortonormal dari V, maka untuk setiap x, y E V, berlaku: 
I 
JJx,yJJ = ( (t. (x,e;)') ( t.(y,e, )') -(t.(x,e, )(y,e, ) )']' 
Akibat 3.5· Misalkan V ruang hasil kali dalam, dim(V) = n < oo . Misalkan 
{e 1 , e 2 , . .. ,e"} basis ortononnal dari V. Jika x, y E V , maka: 
x = Ia ie i dan y = I~ i e i untuk I = 1, 2, . .. , n. Dengan demikian : 
1=-l i= l 
I 
' v" = ( ( t,a,') ( t. ~.') -( t, a.~ , n 
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Untuk bukti diturunkan langsung dari teorema 3.3* dengan lied!= I . 
Tampak bahwa nonn-2 pada ruang basil kali dalam berdimensi hingga yang 
dibangun oleh basis ortogonal dan ortononnal ternyata rumus nonn-2nya bersesuaian 
dengan rumus norm-2 pada Rn. 
3.7 Kekonvergenan Barisan di Ruang Norm-2 
Pada bagian ini akan ditunjukkan kekonvergenan barisan di ruang nonn-2. 
Misalkan (v, jj.,. jj) ruang nonn-2, dim(V) = d, dimana 2 ~ d < oo. Suatu barisan 
(x") di V dikatakan konvergen ke x E V jika Iiml!xn - x, yjj = 0, Vy E V . 
n-+oo 
Dalam hal ini lim xn :=X dan X disebut limit dari barisan (xn) 0 
n-+o: 
Teorema 3.6 [4] Misalkan {e, ,e2 , ... ,ed}basis sebarang dari V. Barisan (xn) di V 
dengan 2 ~ d < oo dikatakan konvergen ke x E V jika dan hanya jika 
lim llxn -x,ei /j =O, Vi= l, 2, .. . ,d. 
n-+ ::JC 
Bukti: 
Akan ditunjukkan bahwa Iim jjxn- x,ei // = 0, Vi= 1,2, .. . , d. 
n->oc 
Diketahui lim xn :=X¢::> lim/lxn- x,yll = 0, Vy E v 
n~ n-+~ 
Sesuai dengan definisi kekonvergenan dalam nonn-2 : 
Untuk y = e, ~ lim /!x" - x.e , /1 = 0 
n-+x 
Untuk y = eJ =>lim , xn- \: .Cd : = 0 
n-u: 
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Sehingga lim jjx.,- x,e;jj = 0, Vi= 1,2, ... ,d. 
11-+<:r: 
Sebaliknya, oleh karena {e1,e 2 , •• • ,ed} basis dari V, maka Vy E V 
Dengan ketaksamaan segitiga, diperoleh: 
jjx., -x,y// = //x" -x,a 1e1 +a2e2 + ... +aded /1 
~ jjxn -X,a 1e1 jj + j/xn -X, a 2e2 // + ... +//xn -x,aded// 
~ ja 1 j l/xn- x,e1// + /a 2 /l/xn- x,e2 1/ + ... + jad/1/x" - x,ed/1, 'in EN 
d 
0 ~ lim /jxn - x, Y/1 ~lim L ( ja i /llxn - x, ei 1/} i = 1,2, .. . , d. 
n-.oo• n-.oc 
i:l 
=I ~a i /lim //xn -X, ei //) 
i= l n-+oc 
d 
= I /aJO 
i=l 
=0 
Sehingga ~ ~~ JJx " - x, Yi/ = 0, Vy E V, dengan kata lain (x") konvergen ke x. o 
Pada bagian ini akan ditunjukkan barisan Cauchy di ruang nonn-2 . 
(4] Misalkan (v,jj.,.jl) ruang norm-2, dim(V) = d, dimana 2 ~ d < oo . Suatu 
barisan (X n ) di v dikatakan Cauchy jika lim 1/xm -X n ,yjj = 0, v y E v . 
m.n-+ oc 
Teorema 3.7 Misalkan {e1,e2 , ••• ,ed}basis sebarang dari V. Barisan (x") di V 
dengan 2 ~ d < oo dikatakan Cauchy jika dan hanya jika 
lim j/xm- x" ,e .l/ = 0, Vi= 1, 2, ... ,d. 
n1.n-+::r: ' ' 
Bukti: 
Barisan ( x n) Cauchy . berarti lim /l xm - xn . Yil = 0. r; y E v . 
m .n-+ oc 1' 
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Akan ditunjukkan bahwa lim jjxm- x" ,edj = 0, Vi= 1, 2, .. . ,d. 
111 .0~0? 
Sesuai dengan definisi barisan Cauchy dalam nonn-2: 
Untuk y=e 1 E V-=::;> lim llxm -X11 ,e1 jj=O m.n~o: 
Untuk y = e2 E V-::::;> lim llxm- X 11 ,e21! = 0 
m.n-+ oo 
Untuk y=ed EV-=::;> lim //xm-xn,edi!=O 
m,n-+oo 
Sehingga lim /l xm -xn,eii!=O, Vi =1,2, ... ,d. 
m.n--+oc ' 
Sebaliknya, diketahui lim !lxm- x" ,eJ = 0, Vi= 1, 2, ... , d, 
m,n--+oo 
karena 
Dengan ketaksamaan segitiga, diperoleh: 
llxm -xn,YII = //xm -xn,aiei +a2e2 + .. . +adedll 
sl!xm -xn ,alel ll + llx m -xn,a2e21!+ ... + Jixm -xn ,aded ll 
s ial lllxm - xn ,ell! + ja2111xm- xn ,e211 + ... + iadlllxm- xn ,ed ,, 
d 
llxm -xn,YIIsi(/ailllxm -xn,eil!), Vm,nEN dani=l,2, ... ,d. 
i=l 
d 
lim llxm -xn,ylls lim I(Jail!lxm -xn,eill) 
m.n-+oo m.n-+oo i=l 
= t (laij m~~Jxm -xn,eill) 
d 
= I Ja J O 
i=l 
=0 
s~hingga lim ;; xm - xn 'yjj = 0, Vy E V, dengan kata lain (xn) Cauchy c 
11 1.0--+:7.: ' 
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3.8 Ruang Norm-2 Berdimensi Hingga 
Berikut ini akan ditunjukkan bahwa Ruang nonn-2 berdimensi hingga adalah 
ruang nonn. 
Teorema 3.8 [4] Ruang nonn-2 berdimensi hingga adalah ruang nonn. 
Bukti : 
Misalkan {e1, e 2 , ••• , e"} basis ortononnal dari V, maka 
llx, e;j/ 2 = ~ /xlne ; 1/2 - (x, e; ) 2) 
~ //xfl/e; 11 2 
= /lx/12 
Sehingga Vx E V berlaku 1/x,e; 1/ ~ //x/1, V i = 1,2, ... , n. 
Selanjutnya didefinisikan 
//x/L := max{/lx,e;// : i = 1,2, ... ,n} 
merupakan norm yang diperoleh dari nonn-2, maka 
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 1/x/1"' memenuhi sifat: 




(iii) l!ax//"' = /a///x/L 
(iv) l!x + Y/L. ~ llxll"' + //Y/L 
Berikut irll akan ditunjukkan bahwa: 
(i) /Jxll, 2 0 
Dari persamaan (3 .2) jelas bahwa //x/1.., 2 0 . 
(ii) llx//"' = 0 ~ x = 0 
x = 0 ~ llx , e; II = 0 
~ 1/x/L = 0 , sebaliknya 
~ { x , eJ bergantung linier 
Andaikan x:;:. 0 . maka x dapat ditulis sebagai kombinasi linier dari e; , Vi. 
Hal irll berarti, 
a. 
e; = _J e , akibatnya {e e } bergantung linier a. . J I. J 
I 
Kontradiksi dengan {e;} adalah basis. 
Jadi han1slah x = 0 
(iii) //ax1
1
j = 'w ··_x1i 
:X: i ! !, 'Y. 
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